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Ïðîáëåìà äèíàìèêè ëåñíîé ðàñòè-
òåëüíîñòè øèðîêî îáñóæäàåòñÿ â ëè-
òåðàòóðå [1, 2]. Íàêîïëåí îãðîìíûé ôàê-
òè÷åñêèé ìàòåðèàë ïî îñîáåííîñòÿì
äèíàìèêè äðåâåñíûõ âèäîâ äëÿ ðàçíûõ
êîíòèíåíòîâ, êëèìàòè÷åñêèõ çîí è ëå-
ñîðàñòèòåëüíûõ óñëîâèé. Îäíàêî àíà-
ëèç ýòîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ìàòåðè-
àëà èç-çà ìíîãîîáðàçèÿ è ñëîæíîñòè
ëåñíûõ ýêîñèñòåì è ìíîæåñòâà ôàêòî-
ðîâ, âëèÿþùèõ íà èõ äèíàìèêó, çàòðóä-
í¸í. Íåîáõîäèìà ôîðìàëèçàöèÿ çíàíèé
îá îáúåêòå. Îñîáîå çíà÷åíèå â ñâÿçè ñ
ýòèì ïðèîáðåòàåò ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå. Îñîáåííî âàæíî îíî
äëÿ âûÿâëåíèÿ ïðè÷èí íàáëþäàåìûõ â
ëåñàõ ñìåí è îöåíêè óñòîé÷èâîñòè ðàç-
âèòèÿ. Â ôîðìèðîâàíèè ëåñîâ â áîëü-
øèíñòâå ñëó÷àåâ ó÷àñòâóåò íåñêîëüêî
äðåâåñíûõ âèäîâ. Âûÿâëåíî, ÷òî èõ
äîëè â ñîñòàâå ôîðìèðóþùèõñÿ ëåñîâ
íå îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè è ÷àñòî èç-
ìåíÿþòñÿ ðåçêî, ñêà÷êîì (ïðîÿâëÿÿ
äèñêðåòíîñòü) ïðè ïëàâíîì íåïðåðûâ-
íîì èçìåíåíèè àáèîòè÷åñêèõ ôàêòîðîâ
[1]. Òàêèå ÿâëåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ìîäå-
ëÿìè òåîðèè êàòàñòðîô Ð. Òîìà [2]. Ïî-
ïûòêè ïðèìåíåíèÿ òåîðèè êàòàñòðîô
äëÿ êà÷åñòâåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ëåñ-
íîé ðàñòèòåëüíîñòè èìåëè ìåñòî [1, 3].
Íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàáîò ïîñâÿ-
ùåíî êà÷åñòâåííîìó àíàëèçó äèíàìè-
êè ðàñòèòåëüíîñòè íà ýêîòîíå (ïåðåõîä-
íîé ïîëîñå ìåæäó äâóìÿ àëüòåðíàòèâ-
íûìè ïîäñèñòåìàìè – ìåòàñòàáèëüíîé
çîíå) [1, 4] è ïîèñêó ïðåäåëüíûõ (êðèòè-
÷åñêèõ) çíà÷åíèé âíåøíèõ è âíóòðåí-
íèõ ôàêòîðîâ [5]. Îäíàêî ïîñëåäîâà-
òåëüíûé ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ êîëè÷å-
ñòâåííûì îïèñàíèåì, îòñóòñòâîâàë.

Öåëü èññëåäîâàíèé
Íà ïðèìåðå ïîñòðîåíèÿ îáîáù¸í-

íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ôîðìèðî-
âàíèÿ ëåñíîé ðàñòèòåëüíîñòè íà âû-
ðóáêàõ ïîêàçàòü âîçìîæíîñòè ïîäõî-
äîâ òåîðèè êàòàñòðîô äëÿ îïèñàíèÿ
äèíàìèêè ëåñîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïî Ïðîãðàììå
Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ «Áèîëîãè÷åñêîå ðàç-
íîîáðàçèå» è ãðàíòà ÐÃÍÔ 09-02-00561à
«Áåçîïàñíîñòü êðèòè÷íûõ èíôðàñòðóê-
òóð è èõ âëèÿíèå íà ðàçâèòèå õîçÿé-
ñòâåííîãî êîìïëåêñà òåððèòîðèè».

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ

òåîðèè êàòàñòðîô äëÿ îïèñàíèÿ äèíà-
ìèêè ëåñíîé ðàñòèòåëüíîñòè ïîñòðî-
èì îáîáù¸ííóþ ìîäåëü ôîðìèðîâàíèÿ
ëåñíîé ðàñòèòåëüíîñòè íà ñïëîøíûõ
âûðóáêàõ. Ïîñëå ñïëîøíûõ ðóáîê âîç-
ìîæíî íåñêîëüêî àëüòåðíàòèâíûõ ëè-
íèé ðàçâèòèÿ ðàñòèòåëüíîñòè. Èç âñå-
ãî ðàçíîîáðàçèÿ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ
ñìåí äðåâåñíûõ âèäîâ ðàññìîòðèì
òîëüêî âçàèìîîòíîøåíèÿ áåð¸çû
(Betula pendula Roth. è B. pubescens
Ehrh.) è ñîñíû (Pinus sylvestris L.) - íàè-
áîëåå ðàñïðîñòðàí¸ííûõ íà Óðàëå è â
Çàóðàëüå äðåâåñíûõ âèäîâ – â ïðî-
öåññå çàðàñòàíèÿ âûðóáîê è ôîðìèðî-
âàíèÿ íîâîãî äðåâîñòîÿ. Â êà÷åñòâå
áàçîâûõ îáúåêòîâ âûáåðåì ñïëîøíûå
âûðóáêè, ðàñïîëîæåííûå íà òåððèòî-
ðèè þæíî-òà¸æíîãî îêðóãà Çàóðàëüñ-
êîé õîëìèñòî-ïðåäãîðíîé ïðîâèíöèè.

Óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû. Ïðè
äîñòàòî÷íîì îáñåìåíåíèè âûðóáîê
íàèáîëåå çíà÷èìûìè ôàêòîðàìè, îï-
ðåäåëÿþùèìè íàïðàâëåíèå ëåñîâîñ-
ñòàíîâèòåëüíûõ ïðîöåññîâ â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ðàéîíå, ÿâëÿþòñÿ ëåñîðàñ-
òèòåëüíûå óñëîâèÿ è èíòåíñèâíîñòü
ðàçâèòèÿ òðàâÿíîãî ïîêðîâà (ãëàâíî-
ãî êîíêóðåíòà äðåâåñíîé ðàñòèòåëüíî-
ñòè â ïåðâûå ãîäû æèçíè). Ýòè ôàêòî-
ðû ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿþùèìè ïàðàìåò-
ðàìè â îáñóæäàåìîé  ìîäåëè.

Ò – áåçðàçìåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà
èíòåíñèâíîñòè ðàçâèòèÿ òðàâÿíèñòî-
ãî ÿðóñà:

00 :)( ρρρ тT −= ,

ãäå 2:)(0 BS ρρρ += – ñðåäíÿÿ

ñóììàðíàÿ ìàññà (ïëîòíîñòü) ñîñíû
(Pinus sylvestris) è áåð¸çû (Betula
pendula è B. pubescens);

тρ  – ìàññà òðàâ (ïëîòíîñòü);

ρ  – õàðàêòåðèñòèêà, îïèñûâàþùàÿ èí-

òåíñèâíîñòü âîçîáíîâëåíèÿ äðåâåñíîé
ðàñòèòåëüíîñòè: ïëîòíîñòü (ìàññà) ïîä-
ðîñòà ñîñíû (Pinus sylvestris) è ïîäðîñ-
òà áåð¸çû (Betula pendula è B.
pubescens).

×åì áîëüøå ìàññà òðàâ, òåì ìåíü-
øå T.

Óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð Í – õàðàê-
òåðèñòèêà áîãàòñòâà ëåñîðàñòèòåëü-
íûõ óñëîâèé (ìîùíîñòü ïî÷âû, ñì).
Ìîùíîñòü ïî÷âû – êîìïëåêñíûé ôàê-
òîð, õàðàêòåðèçóþùèé çàïàñ â ïî÷âå
ýëåìåíòîâ ìèíåðàëüíîãî ïèòàíèÿ è
âëàãè è øèðîêî èñïîëüçóåìûé â ëåñ-
íîé òèïîëîãèè [6].

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Ðàñ-
ñìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëü ôîðìèðî-
âàíèÿ ëåñíîé ðàñòèòåëüíîñòè íà
ñïëîøíûõ âûðóáêàõ â çàâèñèìîñòè îò
äâóõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (èí-
òåíñèâíîñòè ðàçâèòèÿ òðàâÿíèñòîãî
ÿðóñà è ìîùíîñòè ïî÷â): ñòðóêòóðà T
(áåçðàçìåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåë¸ííîãî òðàâÿíèñòîãî
ÿðóñà), îáúåäèíÿÿñü ñ äâóìÿ âåëè÷è-
íàìè (õàðàêòåðèñòèêà, îïèñûâàþùàÿ
äðåâåñíóþ ðàñòèòåëüíîñòü: ñîñíà +
áåð¸çà), ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ òð¸õ
âåëè÷èí . Â òî æå âðåìÿ âåëè÷èíû  è Ò
âëèÿþò íà ïî÷âîîáðàçîâàòåëüíûé ïðî-
öåññ Í. Â ñâîþ î÷åðåäü, H âëèÿåò íà
ôîðìèðîâàíèå äðåâåñíîãî () è òðàâÿ-
íèñòîãî ÿðóñà (T). Äàííûå ïðîöåññû
ïðîòåêàþò êàê â ïðÿìîì, òàê è â îá-
ðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ýòî ôîðìàëèçó-
åòñÿ ñëåäóþùåé ñõåìîé ïðîòåêàíèÿ
ïðîöåññîâ:

Â ñêîáêàõ óêàçàíû êîíñòàíòû ñêî-
ðîñòåé ïðÿìûõ è îáðàòíûõ ïðîöåññîâ.
Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

, (1)

ãäå ki – íåêîòîðûå äðóãèå ïàðàìåò-
ðû ýêîñèñòåìû, êîòîðûå ñëåäóåò îï-
ðåäåëèòü [7].

Ýòà ìîäåëü îïèñûâàåò ñòåïåíü óã-
íåòåíèÿ ôîðìèðóþùåéñÿ äðåâåñíîé
ðàñòèòåëüíîñòè òðàâÿíèñòûì ÿðóñîì
è âëèÿíèå ëåñîðàñòèòåëüíûõ óñëîâèé
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íà òåìïû ðîñòà äðåâåñíûõ ðàñòåíèé.
×åì ìåíüøå Ò, òåì ñèëüíåå äðåâåñíàÿ
ðàñòèòåëüíîñòü óãíåòàåòñÿ òðàâàìè.
×åì áîëüøå T (ìåíüøå ôèòîìàññà
òðàâ), òåì áîëüøå ïîÿâëÿåòñÿ è âû-

æèâàåò âñõîäîâ äðåâåñíûõ âèäîâ,
èíòåíñèâíåå èõ ðîñò, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ïëîòíîñòü äðåâåñíûõ âèäîâ ðàñ-
òåò áûñòðåå. Óâåëè÷åíèå Í (ìîùíîñ-
òè ïî÷â) ïðèâîäèò ê óãíåòåíèþ ñîñíû
â áîëüøåé ñòåïåíè, ÷åì áåð¸çû.

Äëÿ ïåðåõîäà ê êàíîíè÷åñêîé (áåç-
ðàçìåðíîé) ôîðìå óìíîæèì ëåâóþ è
ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) íà ,

ãäå ρc – íåêîòîðûé ìàñøòàá ïëîòíîñòè:
ïëîòíîñòü äðåâåñíîé ðàñòèòåëüíîñòè
â êðèòè÷åñêîé òî÷êå, â êîòîðîé ïëîò-
íîñòü ñîñíû è áåð¸çû ðàâíû (ñìåøàí-
íûé äðåâîñòîé). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷à-
åì èç (1) áåçðàçìåðíîå óðàâíåíèå:
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî â êðè-
òè÷åñêîé òî÷êå ýêîñèñòåìû ρ=ρ0=ρñ
(ρ*=1, ρ0*=1), Í*=1 íåîïðåäåë¸ííûå êîí-
ñòàíòû óðàâíåíèÿ (2) ìîãóò áûòü âû-
ðàæåíû ÷åðåç ìàñøòàáíûå âåëè÷èíû
t0 è ρc: 01 :3 tk = , ctk ρ02 :3= , 2

03 :1 ctk ρ= .

Òîãäà 04 : tHk ccρ= . Çäåñü 0:ttt = , ρ*=ρ:ρñ,
2

30 :1 ckt ρ= , H*=H:Hc.

Ôîðìóëû ïåðåõîäà îò êóáè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ 023 =+++ γβα xxx  ê êóáè÷åñêî-

ìó óðàâíåíèþ 0**3 =++ baηη  ñëåäóþùèå:

3:αη −=x , βα +−= 3:2*a , ( ) γαβα +−= 3:3:2 3*b .

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (2) ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå,
òî åñòü áåç êâàäðàòè÷íîãî ÷ëåíà [8]:

( )∗++−= ba
dt
d *ηηη 3 , èëè η

η
∂
∂

−=
*F

dt
d

, (3)

ãäå 0* : FFF =  – ïîòåíöèàëüíàÿ ôóí-
êöèÿ êàòàñòðîôû ñáîðêè, êîòîðàÿ îï-
ðåäåëÿåò ýíåðãåòè÷åñêóþ õàðàêòåðè-
ñòèêó â ïðèâåä¸ííîì âèäå [7]:

ηηηη ∗∗∗∗∗ ++= babaF 24

2
1

4
1),,( ,

 ** T 0ρρη −=  (4)

Çäåñü cc T ρρρρη :: 0−=  – ïàðàìåòð

ïîðÿäêà, õàðàêòåðèçóþùèé îòêëîíåíèå
ïëîòíîñòè ðàñòèòåëüíîñòè (äðåâåñíîé
è òðàâÿíèñòîé) ïðè ôèêñèðîâàííîé
âåëè÷èíå T, áëèçêîé ê åäèíèöå, îò íå-
êîòîðîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïëîòíîñ-
òè ñîñíû è áåð¸çû 2:)(0 BS ρρρ += , ãäå

ρñ – ïëîòíîñòü â êðèòè÷åñêîé òî÷êå;
êîíñòàíòû a*, b* – ïàðàìåòðû;

ckk ρρ 32
*
0 3:= .

Òàêèì îáðàçîì, ñäåëàí ïåðåõîä ê
íîâîé ïåðåìåííîé η è óïðàâëÿþùèì
ïàðàìåòðàì a* è b*:

)T(a ** 13 2
0

2 −−= ρ ,

3
0

3
0 23 **** TTHb ρρ −+−= , (5)

ãäå ρ0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíþþ
ïëîòíîñòü ñîñíû è áåð¸çû.

Ïàðàìåòð *
s

** HHb +−=  ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü êàê ñóììó âíåøíåãî ïîëÿ è
ñîáñòâåííîãî ñàìîñîãëàñîâàííîãî

3
0

3
0 23 ***

s TTH ρρ −= . Ïðè 0* =b , **
sHH = .

Ðàâíîâåñíîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ
âîçíèêàåò èç (3) ïîñëå ïðèðàâíèâàíèÿ
ïðàâîé ÷àñòè íóëþ:

03 =++ ** ba ηη  (6)

Ïîëó÷åííàÿ ìîäåëü ñîîòâåòñòâóåò
òàê íàçûâàåìîé êàòàñòðîôå ñáîðêè [8].

Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ðàâíîâåñèþ
äðåâåñíîé è òðàâÿíèñòîé ðàñòèòåëü-

Ðèñóíîê 2. Áèôóðêàöèîííûå êðèâûå ñèñòåìû áåð¸çà – ñîñíà – òðàâà: a
– T=0.95; á – T=0.356; â êðèòè÷åñêîé òî÷êå G ïëîòíîñòè áåð¸çû è ñîñíû
ðàâíû; èçìåíåíèåì H* ìîæíî ñêà÷êîì èçìåíèòü ñîîòíîøåíèå áåð¸çû
è ñîñíû (ôàçîâûé ïåðåõîä I ðîäà); ïðè ïðîõîæäåíèè êðèòè÷åñêîé òî÷êè

èìååì ñëó÷àé ôàçîâîãî ïåðåõîäà II ðîäà; âåðõíÿÿ âåòâü – âèä ñ áîëüøåé
ïëîòíîñòüþ (ñîñíà èëè áåð¸çà), íèæíÿÿ – âèä ñ ìåíüøåé ïëîòíîñòüþ

Ðèñóíîê 1. Ïîòåíöèàëüíàÿ
ôóíêöèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ

ôîðìèðóþùåéñÿ íà âûðóáêå
ëåñíîé ðàñòèòåëüíîñòè: 1 – ïðè

ðàâíîâåñèè; 2 – ìåòàñòàáèëüíîå
ñîñòîÿíèå îäíîãî èç âèäîâ (ñîñíû

èëè áåð¸çû)

Ëåñíîå õîçÿéñòâî

Ðèñóíîê 3. Òðàâÿíèñòûé ÿðóñ ðàçâèò ñëàáî: à – ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ; á – èçìåíåíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà; â
– ñêîðîñòü ðîñòà äðåâåñíîé ðàñòèòåëüíîñòè; 00 :)( ρρρ тT −= =0,99;
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íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷íûé
ïîòåíöèàë 0* =b  (ðèñ. 1):

2*4**

2
1

4
1),( ηηη aaF +=  (7)

Ýêñòðåìóìàì ñèììåòðè÷íîãî ïî-
òåíöèàëà ñîîòâåòñòâóåò

023 3
0

3
0 =−+−= **** TTHb ρρ .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíå-
íèå 02 =+ )a( *ηη , èç êîòîðîãî ñëåäóåò

)T(a ** 13 2
0

2 −=−±= ρη . Òàê êàê
** T 0ρρη −= , )T(a ** 13 2

0
2 −−= ρ , òî ïîëó-

÷àåì äâå âåòâè ëèíèè ðàâíîâåñèÿ äëÿ
ëåñíîé ðàñòèòåëüíîñòè:

)((T *** 13 2
00 −±= ρρρ ,

00 :)( ρρρ тT −= , (8)

ãäå Ò – áåçðàçìåðíàÿ õàðàêòåðèñ-
òèêà èíòåíñèâíîñòè ðàçâèòèÿ òðàâÿ-
íèñòîãî ÿðóñà;

2:)(0 BS ρρρ +=  – ñðåäíÿÿ ñóì-

ìàðíàÿ ìàññà ñîñíû è áåð¸çû;

тρ  – ìàññà òðàâ;

ρ  – õàðàêòåðèñòèêà, îïèñûâàþùàÿ

èíòåíñèâíîñòü ðîñòà äðåâåñíîé ðàñ-
òèòåëüíîñòè: ïëîòíîñòü (ìàññà) ñîñíû
è áåð¸çû.

Çäåñü ïëþñ ñîîòâåòñòâóåò äðåâåñ-
íîìó âèäó ñ áîëüøåé ïëîòíîñòüþ.

×åì ìåíüøå ìàññà òðàâ, òåì áûñ-
òðåå ðàñò¸ò ïëîòíîñòü (ìàññà) äðåâåñ-
íîé ðàñòèòåëüíîñòè. Ñî âðåìåíåì íà
âûðóáêàõ ñðåäíåå çíà÷åíèå ïëîòíîñ-
òè áåð¸çà – ñîñíà ðàñò¸ò:

At~*0ρ

(ðèñ. 2à). Â êðèòè÷åñêîé òî÷êå ïëîòíî-
ñòè ñîñíû è áåð¸çû ñòàíîâÿòñÿ ðàâ-
íûìè – èìååì ñëó÷àé ñìåøàííîãî äðå-
âîñòîÿ, êîãäà íåëüçÿ âûäåëèòü ïðåîá-
ëàäàþùèé âèä. Äàëåå ïëîòíîñòü áîëåå
êîíêóðåíòîñïîñîáíîãî äðåâåñíîãî
âèäà (ñîñíû èëè áåð¸çû) ðàñò¸ò èíòåí-
ñèâíî. C óâåëè÷åíèåì T (óìåíüøåíè-
åì ìàññû òðàâÿíîãî ïîêðîâà) áèôóð-
êàöèîííàÿ êðèâàÿ ëåæèò âûøå, òðàâÿ-
íèñòûé ÿðóñ ñóùåñòâåííî ìåíÿåò
äèíàìèêó ñîñíû è áåð¸çû (ðèñ. 2á).

Óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèé. Ëîêàëü-

íàÿ, èëè ãëîáàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü òå-
êóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿ-
åòñÿ âèäîì ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè F*.
Íà ðèñóíêàõ 3à è 4à ïðåäñòàâëåíû ÷à-
ñòíûå ñëó÷àè èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷è-
âîñòè òåêóùèõ ñîñòîÿíèé. Äëÿ ëîêàëü-
íî óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé îäèí èç ìè-
íèìóìîâ âûðàæåí ñëàáî. Ýòî
ñîîòâåòñòâóåò ìåòàñòàáèëüíîìó ñî-
ñòîÿíèþ.

Äðóãèå ñâîéñòâà ìîäåëè
Ðîñòîê êàòàñòðîôû ôîðìèðóþ-

ùåéñÿ ëåñíîé ðàñòèòåëüíîñòè. Âîç-
ìóùåíèå. Â ïîòåíöèàëå F* âåëè÷èíà

4η  ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì êàòàñòðîôû, à

âåëè÷èíà 
2

2
1 ηηε ** abg +=  – ïðîèç-

âîëüíûì âîçìóùåíèåì [8].
Âûðîæäåííûå òî÷êè äëÿ ýêîñèñòå-

ìû. Ñîãëàñíî òåîðåìå Òîìà, äëÿ êàòà-
ñòðîôû ñáîðêè ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå
îñîáûå (â ìàòåìàòè÷åñêîì îòíîøå-
íèè) òî÷êè:

1. 0=
ηd

dF *

, 03 =++ ** ba ηη  -

âûðîæäåííûå òî÷êè (ñîîòâåòñòâóþò
ýêñòðåìóìó ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè F);

2. 02

2

=
ηd
Fd *

, 03 2 =+ *aη  - äâàæ-

äû âûðîæäåííûå òî÷êè, ðàñïîëîæåí-
íûå ïî ëèíèÿì BG, SG (ðåøåíèÿ, ñîîò-
âåòñòâóþùèå äâóì ýêñòðåìóìàì ïî-
òåíöèàëüíîé ôóíêöèè, ñòàíîâÿòñÿ
ðàâíûìè);

3. 03

3

=
ηd
Fd *

, 6η =0 - òðèæäû âûðîæ-

äåííàÿ òî÷êà G (ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùèå òð¸ì ýêñòðåìóìàì ïîòåíöèàëü-
íîé ôóíêöèè, ðàâíû 0).

Èç ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ 1 è 2 ñëå-
äóåò óðàâíåíèå äëÿ ñåïàðàòðèñû.

Ýíåðãåòè÷åñêèé ïîòåíöèàë. Ýíåð-
ãåòè÷åñêèé ïîòåíöèàë äëÿ ôîðìèðóþ-
ùåéñÿ íà âûðóáêå ëåñíîé ðàñòèòåëü-
íîñòè â îáùåì ñëó÷àå íåñèììåòðè÷åí
è èìååò âèä (ðèñ. 1):

ηηηη ∗∗∗∗∗ ++= ba)b,a,(F 24

2
1

4
1

Äåôîðìàöèÿ ïîòåíöèàëà. Ïîä äå-
ôîðìàöèåé ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè
áóäåì ïîíèìàòü ïîñëåäîâàòåëüíûå

Ðèñóíîê 4. Òðàâÿíèñòûé ÿðóñ ðàçâèò ñèëüíî; ïåðåõîä ê íîâîé òî÷êå ðàâíîâåñèÿ: à – ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ;
á – èçìåíåíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà; â – ñêîðîñòü ðîñòà äðåâåñíîé ðàñòèòåëüíîñòè; T=0,95; 227,1*

0 =ρ

Ëåñíîå õîçÿéñòâî

Ðèñóíîê 5. Ñåïàðàòðèñà BGS
ôîðìèðóþùåéñÿ íà âûðóáêå

ëåñíîé ðàñòèòåëüíîñòè;
óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû çàâèñÿò
îò H* – âíåøíåãî ïîëÿ (ìîùíîñòè
ïî÷â) – è ïàðàìåòðà òðàâÿíèñòîãî

ÿðóñà T: )T(a ** 13 2
0

2 −−= ρ ;
3

0
3

0 23 **** TTHb ρρ −+−= ; 22,1*
0 =ρ ;

0,185,0 ÷=T ; H* = 0,08. Äâóìÿ
òî÷êàìè îòìå÷åíà îáëàñòü
ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé

Ðèñóíîê 6. Âîñïðèèì÷èâîñòü
ðîñòà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà îò

ðîñòà ñðåäíåé ïëîòíîñòè
äðåâîñòîÿ äî è ïîñëå êðèòè÷åñêîé

òî÷êè G; â êðèòè÷åñêîé òî÷êå
èìååò ìåñòî ñèíãóëÿðíîñòü
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ñèìîñòåé èñïîëüçîâàí êîìáèíèðîâàííûé
ìåòîä, ïðè êîòîðîì ïîäáîð â ïðîñòðàí-
ñòâå ó÷àñòêîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàçíûõ
ñòàäèÿõ âîññòàíîâèòåëüíî-âîçðàñò-
íûõ ñìåí, è ïîñòðîåíèå èç íèõ âðå-
ìåííûõ ðÿäîâ äîïîëíÿåòñÿ ìíîãîëåò-
íèìè íàáëþäåíèÿìè íà ïîñòîÿííûõ
ïðîáíûõ ïëîùàäÿõ.

Èçó÷åíèå äðåâåñíîé è òðàâÿíèñ-
òîé ðàñòèòåëüíîñòè íà ïðîáíûõ ïëî-
ùàäÿõ âûïîëíåíî ïî ñòàíäàðòíûì
ìåòîäèêàì [9]. Ìàññà ëåñîîáðàçóþ-
ùèõ äðåâåñíûõ âèäîâ îïðåäåëåíà
ðàñ÷¸òíûì ïóò¸ì. Ìàññà ñòâîëîâ
ðàññ÷èòàíà ïî Ï.Ï. Èçþìñêîìó [10].
Ìàññà êðîíû – íà îñíîâå ðåãðåññèîí-
íûõ óðàâíåíèé, ó÷èòûâàþùèõ ôèçè-
îëîãè÷åñêè îáóñëîâëåííûå çàêîíî-
ìåðíîñòè (ïàéï-ìîäåëü) [11].

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíà âðåìåííàÿ
äèíàìèêà ïëîòíîñòè (ìàññû) ñîñíû
è áåð¸çû äëÿ äâóõ àëüòåðíàòèâíûõ
ýêîäèíàìè÷åñêèõ ðÿäîâ ñ äàâíîñòüþ
ðóáêè îò 4-5 äî 50-55 ëåò: áåðåçíÿêîâ
ðàçíîòðàâíî-âåéíèêîâûõ (íèæíèå
÷àñòè ïîëîãèõ ñêëîíîâ ñ ìîùíûìè –
Í áîëåå 50 ñì – äðåíèðîâàííûìè ïî-
÷âàìè) è ñîñíÿêîâ áðóñíè÷íèêîâûõ
(êðóòûå ñêëîíû þæíîé ýêñïîçèöèè ñ
ìåëêèìè êàìåíèñòûìè ïî÷âàìè –
Í=10-15 ñì).

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ íàìè ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ðåøàÿ îá-
ðàòíóþ çàäà÷ó, áûëè îïðåäåëåíû âñå
ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ (1) (ðèñ 7). Îá-
ðàòíàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü â ïðîãðàììå
MathCAD 2001 äëÿ äâóõ êîíòðàñòíûõ
ýêîòîïîâ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé äî äîñòèæåíèÿ ìèíè-
ìàëüíîñòè îòêëîíåíèÿ ëèíèè îò ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê ïî ôóíêöèîíà-
ëó íåâÿçîê. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíî äâà
óðàâíåíèÿ äëÿ âîññòàíîâèòåëüíî-
âîçðàñòíîé äèíàìèêè ñóììàðíîé
ïëîòíîñòè ñîñíû è áåð¸çû (ðèñ. 7à, á).
Äëÿ ñîñíÿêîâ áðóñíè÷íèêîâûõ íà êðó-
òûõ ñêëîíàõ þæíîé ýêñïîçèöèè ñ ìåë-
êèìè êàìåíèñòûìè ïî÷âàìè (Í=10-15
ñì) óðàâíåíèå èìååò âèä:

−+−= 20000206,000000222,0 ρρρ
dt
d

22,22240000000014,0 3 +− ρ

Äëÿ áåðåçíÿêîâ ðàçíîòðàâíî-âåé-
íèêîâûõ â íèæíèõ ÷àñòÿõ ïîëîãèõ
ñêëîíîâ ñ ìîùíûìè (Í áîëåå 50 ñì)
äðåíèðîâàííûìè ïî÷âàìè óðàâíåíèå:

−+−= 20000136,0013.0 ρρρ
dt
d

14060000000008,0 3 +− ρ

Íà ðàññìàòðèâàåìîì âðåìåííîì
èíòåðâàëå ëèíèè (ðåçóëüòàòû ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé) äîñòàòî÷íî õîðîøî
ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì (ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì äàííûì). Ëèíèÿ íà ðèñóíêå
7á äëÿ áåðåçíÿêîâ ðàçíîòðàâíî-âåé-
íèêîâûõ (íèæíèå ÷àñòè ïîëîãèõ ñêëî-
íîâ ñ ìîùíûìè – Í áîëåå 50 ñì – äðå-
íèðîâàííûìè ïî÷âàìè) áîëåå ïîëî-
ãàÿ è ïðîõîäèò ñóùåñòâåííî íèæå,
÷åì íà ðèñóíêå 7à äëÿ ñîñíÿêîâ áðóñ-
íè÷íèêîâûõ (êðóòûå ñêëîíû þæíîé
ýêñïîçèöèè ñ ìåëêèìè êàìåíèñòûìè

Ëåñíîå õîçÿéñòâî

Ðèñóíîê 7. Âîññòàíîâèòåëüíî-âîçðàñòíàÿ äèíàìèêà ñóììàðíîé
ïëîòíîñòè ñîñíû è áåð¸çû; òî÷êè – ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå; ëèíèÿ

– ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1): à – ñîñíÿêè áðóñíè÷íèêîâûå íà
êðóòûõ ñêëîíàõ þæíîé ýêñïîçèöèè ñ ìåëêèìè êàìåíèñòûìè ïî÷âàìè
(Í=10-15 ñì) (äâå ïîñëåäíèå òî÷êè íà ëèíèè – ïðîãíîç íà 9 è 15 ëåò);

êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ: k1=2,22*10-6, k2T=2,06*10-5, k3=1,44*10-9,
k4H=222,22; á – áåðåçíÿêè ðàçíîòðàâíî-âåéíèêîâûå â íèæíèõ ÷àñòÿõ

ïîëîãèõ ñêëîíîâ ñ ìîùíûìè (Í áîëåå 50 ñì) äðåíèðîâàííûìè ïî÷âàìè
(äâå ïîñëåäíèå òî÷êè íà ëèíèè – ïðîãíîç íà 5 è 10 ëåò); êîýôôèöèåíòû

óðàâíåíèÿ: k1=0,013, k2T=1,36*10-5, k3=1,44*10-10, k4H=140

Ðèñóíîê 8. Äèíàìèêà ñêîðîñòè ðîñòà
ñóììàðíîé ïëîòíîñòè ñîñíû è

áåð¸çû äëÿ ñîñíÿêîâ
áðóñíè÷íèêîâûõ íà êðóòûõ ñêëîíàõ

þæíîé ýêñïîçèöèè ñ ìåëêèìè
êàìåíèñòûìè ïî÷âàìè (Í=10-15 ñì):

òî÷êè ïîñòðîåíû ïî
ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì; ëèíèÿ

– ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò ρ

èçìåíåíèÿ âèäà ïîòåíöèàëüíîé ôóíê-
öèè: ïåðåõîä ðèñóíêà 3 ê ðèñóíêó 4 è
íàîáîðîò. Ýòà äåôîðìàöèÿ îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ çà ñ÷¸ò âíåøíåãî ïîëÿ, òî åñòü
çà ñ÷¸ò èçìåíåíèÿ óïðàâëÿþùåãî ïà-
ðàìåòðà Í* ïðè a*<0.

Ñåïàðàòðèñà óðàâíåíèÿ ôîðìèðó-
þùåéñÿ íà âûðóáêå ëåñíîé ðàñòèòåëü-
íîñòè:

0
23

23

=







+







 ** ba

ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ìåòà-
ñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé äðåâåñíîãî è

òðàâÿíèñòîãî ÿðóñîâ (ðèñ. 5).
Âîñïðèèì÷èâîñòü. Âîñïðèèì÷è-

âîñòü äëÿ óðàâíåíèÿ

**
s

* HHa =++ ηη 3  õàðàêòåðèçó-

åò èçìåíåíèå ïåðåìåííîé η ïðè èçìå-
íåíèè âíåøíåãî ïîëÿ H*:

Ïðè ïðèáëèæåíèè ê êðèòè÷åñêîé òî÷-
êå 0→== η** ba è âîñïðèèì÷èâîñòü

ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (ðèñ. 6).
Îñîáåííîñòè. Ïðîèçâîëüíîå âîç-

ìóùåíèå ìîæåò èçìåíèòü ìåñòîíàõîæ-
äåíèå è îðèåíòàöèþ ñåïàðàòðèñû, îä-
íàêî îíî íå ìîæåò èçìåíèòü å¸ âèäà.
Äðóãèìè ñëîâàìè, îñîáåííîñòü â îòî-
áðàæåíèè ïðîåêòèðîâàíèÿ óñòîé÷èâà
îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé. Îñîáåííî-
ñòè ïðèñóòñòâóþò ëèøü â îòîáðàæå-
íèè ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïëîñêîñòü óï-
ðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ.

Íàñëåäñòâåííîå ñâîéñòâî. Âîç-
ìóùåíèå â òî÷êå, ãäå èìååò ìåñòî íà-
ñëåäñòâåííîå ñâîéñòâî (óñòîé÷èâàÿ
òî÷êà), êà÷åñòâåííî íà ýòî ñâîéñòâî
íå âëèÿåò. Âîçìóùåíèÿ æå â íåóñòîé-
÷èâîé òî÷êå áóäóò ïðèâîäèòü ê çíà÷è-
òåëüíûì èçìåíåíèÿì.

2. Ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëü-
íûìè äàííûìè

Íàìè ïðîâåä¸í äëÿ þæíî-òà¸æíî-
ãî îêðóãà Çàóðàëüñêîé õîëìèñòî-ïðåä-
ãîðíîé ïðîâèíöèè ñïåöèàëüíûé àíàëèç
âîññòàíîâèòåëüíî-âîçðàñòíîé äèíà-
ìèêè ëåñíîé ðàñòèòåëüíîñòè ïîñëå
ñïëîøíûõ ðóáîê. Ðàññìîòðåíû äâà
êðàéíèõ âàðèàíòà äðåíèðîâàííûõ ýêî-
òîïîâ: íèæíèå ÷àñòè ïîëîãèõ ñêëîíîâ
ñ ìîùíûìè (áîëåå 50 ñì) äðåíèðîâàí-
íûìè ïî÷âàìè, îáåñïå÷èâàþùèìè óñ-
òîé÷èâîå óâëàæíåíèå ïî÷âîãðóíòîâ, è
êðóòûå ñêëîíû þæíîé ýêñïîçèöèè ñ
ìåëêèìè êàìåíèñòûìè ïî÷âàìè è êðàé-
íå íåóñòîé÷èâûì âîäíûì ðåæèìîì.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âðåìåííûõ çàâè-
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Ëåñíîå õîçÿéñòâî  -   Ïðàâî

Îäíîé èç îñíîâíûõ öåëåé ñîöè-
àëüíî-ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ ñòðà-
íû ÿâëÿåòñÿ ïðåâðàùåíèå å¸ â ãîñó-
äàðñòâî ñ êîíêóðåíòîñïîñîáíîé ðû-
íî÷íîé ýêîíîìèêîé ïîñðåäñòâîì
ðåàëèçàöèè ðÿäà íàöèîíàëüíûõ ïðî-
åêòîâ, â ÷àñòíîñòè, è â îáëàñòè ñåëü-
ñêîãî õîçÿéñòâà, è â äðóãèõ ñôåðàõ
÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè.  Äîñòè-
æåíèå âûñîêèõ òåìïîâ õîçÿéñòâåí-

íîãî ðîñòà, óäâîåíèå âàëîâîãî âíóò-
ðåííåãî ïðîäóêòà â áëèæàéøóþ äåñÿ-
òèëåòêó è îáåñïå÷åíèå äîëæíîãî
óðîâíÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñâîáîäû, ãî-
òîâíîñòè ïðåäïðèíèìàòåëåé ñêëàäû-
âàòü äåíüãè â áèçíåñ îáúÿâëåíû â
êà÷åñòâå ïåðâîñòåïåííûõ çàäà÷ ýêî-
íîìèêè Ðîññèè è å¸ ñóáúåêòîâ [1].

Ðåøåíèå ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ âè-
äèòñÿ íà ïóòÿõ ñîçäàíèÿ ðàâíûõ óñ-

ëîâèé êîíêóðåíöèè, óïðî÷åíèÿ ñîá-
ñòâåííîñòè, îñóùåñòâëåíèÿ êîíêðåò-
íûõ øàãîâ ïî èçìåíåíèþ ñòðóêòóðû
ýêîíîìèêè, ïðèäàíèþ åé èííîâàöèîí-
íîãî êà÷åñòâà, ïðèâëå÷åíèÿ èíâåñòè-
öèé è ïðàâèëüíîãî è îáîñíîâàííîãî
âûáîðà íàïðàâëåíèé èõ èñïîëüçîâà-
íèÿ, ñòèìóëèðîâàíèÿ âñåõ âèäîâ â
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ïî÷âàìè – Í=10-15 ñì), ÷òî ñâèäå-
òåëüñòâóåò îá óãíåòåíèè íà ìîùíûõ
ïî÷âàõ äðåâåñíîé ðàñòèòåëüíîñòè â
ïåðâûå ãîäû æèçíè ðàçâèòûì òðàâÿ-
íèñòûì ÿðóñîì. Òàêæå îïðåäåëåíà
ñêîðîñòü ðîñòà ñóììàðíîé ïëîòíîñ-
òè (ìàññû) ñîñíû è áåð¸çû (ðèñ. 8).

Ñðàâíåíèå ðèñóíêîâ, ïîëó÷åííûõ
ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì (ðèñ.
7à, 8), ñ òåîðåòè÷åñêèìè (ðèñ. 3á, â)
âûÿâëÿåò èõ õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå.
Òåîðåòè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ ïîäòâåðæäà-
þòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Çàêëþ÷åíèå
Òàêèì îáðàçîì, â ïðîöåññå ïîñò-

ðîåíèÿ îáîáù¸ííîé ìîäåëè ôîðìèðî-
âàíèÿ ñòðóêòóðû äðåâåñíîãî ÿðóñà
íà ñïëîøíûõ âûðóáêàõ íàìè ââåäå-
íû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è óðàâíåíèÿ òå-
îðèè êàòàñòðîô, ïðèâåäåíà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü àíàëèçà è ïîñòðîåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Ñîâìåùå-
íèå òåîðåòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé, ïðè-
âîäèìûõ â äàííîé ñòàòüå, ñ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïîçâîëÿåò
ïîñòðîèòü êîëè÷åñòâåííóþ ìàòåìà-
òè÷åñêóþ ìîäåëü, ó÷èòûâàþùóþ ðå-
ãèîíàëüíûå è ýêîòîïè÷åñêèå îñîáåí-
íîñòè äèíàìèêè ëåñíîé ðàñòèòåëüíî-
ñòè, íà îñíîâå êîòîðîé âîçìîæíû
êîëè÷åñòâåííûå ïðîãíîçû ðåàëüíûõ
ñèòóàöèé.

Ïåðâûå ïðîâåä¸ííûå íàìè ðàñ÷¸-
òû ïîêàçàëè, ÷òî íàéäåííûå çàêîíî-
ìåðíîñòè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè îïè-
ñûâàþò ôîðìèðîâàíèå ñòðóêòóðû
äðåâåñíîãî ÿðóñà íà ñïëîøíûõ âûðóá-
êàõ â þæíî-òà¸æíîì îêðóãå Çàóðàëü-
ñêîé õîëìèñòî-ïðåäãîðíîé ïðîâèíöèè.

Óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîîòâåòñòâèå
òåîðèè è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ
ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ, ÷òî ñðàâíåíèå
äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê (î êîòîðûõ ãî-
âîðèëîñü â ðàçäåëå 1) ñ ýêñïåðèìåí-
òàëüíûìè äàííûìè áóäåò ïðîâåäåíî
òàêæå óñïåøíî. Ïðèâåä¸ííàÿ íàìè
ñòàòèñòèêà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Ìû
íàäååìñÿ ïðåäñòàâèòü â äàëüíåéøåì
äåòàëüíîå îáñóæäåíèå âëèÿíèÿ óï-
ðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ íà ñòðóêòó-
ðó ôîðìèðóþùèõñÿ ëåñîâ, ìåòîäèêè
îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê è ïî-
ñòðîåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé.

Ïðîâåä¸ííàÿ íàìè ðàáîòà èíèöè-
èðóåò íîâûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ äè-
íàìèêè ëåñíîé ðàñòèòåëüíîñòè, êîòî-
ðûé îáåñïå÷èò îáîñíîâàííîå ïðîãíî-
çèðîâàíèå ñîñòîÿíèÿ îïèñûâàåìûõ
îáúåêòîâ.




